Unidad 2: Légica

2.1 Introduccioén

La légica es una disciplina que estudia la estructura, el fundamento y el uso de las expresiones del lenguaje
humano. La utilizamos en nuestra vida cotidiana y una de sus principales tareas es la de proporcionar
las reglas por medio de las cuales podemos determinar cuando un razonamiento o argumento es vdlido.
Aristételes (384-322 a. C.) fue el formalizador de la ldgica formal. Actualmente es muy utilizada en todas
las ramas de las ciencias y tiene importantes aplicaciones practicas, por ejemplo sus reglas se utilizan en
la escritura de programas de computacién y un buen razonamiento légico es esencial para la construccién
y prueba de dichos programas. Otro ejemplo donde la légica juega un papel fundemental es en el disefio
de circuitos digitales. También es fundamental en matematicas y en sus demostraciones.

En este capitulo daremos nociones bésicas de 16gica, operaciones entre proposiciones usando tablas de
verdad, relaciones entre ellas a travez de leyes 16gicas o tautologias, definiremos funciones proposicionales
y finalmente introducimos el principio de induccién matemaética.

2.2 Proposiciones

Los objetos de la légica son las proposiciones. Una proposicion es una asercion o enunciado expresado
en lenguaje natural escrito o hablado, mediante una expresion declarativa; que puede ser cierta o falsa,
pero no ambas a la vez. Las proposiciones son los elementos de la ldgica matemdtica.

Las proposiciones, en general, son denotadas con las letras p, q, r, etc.

En el estudio de la 16gica sélo se admiten como proposiciones a expresiones declarativas, no se admiten
expresiones interrogativas, exclamativas, etc.

Ejemplo 1 1. Oraciones que son Proposiciones:

(a) El semdforo estd verde.
(b) Los autos pueden avanzar.
(c) Hoy es 17 de marzo.

(d) Hoy es jueves.

(e) 4 es un nimero par.
2. Oraciones que Mo SON Proposiciones:

(a) Deténgase.
(b) ¢Quien viene?
(c) ¢Es divertido este curso?
(d) Six? =9 entonces v = 3.
Diremos que es una proposicion es simple si no puede dividirse o analizarse por medio de expre-

siones declarativas més sencillas. Generalmente nuestros razonamientos son més complejos. Es necesario
combinar expresiones simples para formar otras mas complejas, que son las proposiciones compuestas.
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2.2.1 Proposiciones Compuestas y Conectivos Légicos

A partir de proposiciones simples se pueden generar otras compuestas, agrupandolas mediante conectores,
llamados conectivos ldgicos, es decir, una proposicion compuesta es una proposicion que estd formada por
proposiciones simples unida por conectivos logicos.

Ejemplo 2 Dadas las proposiciones simples:
p : El semdforo estd verde.
q : Los autos pueden avanzar.
Construimos, por ejemplo, las siguientes proposiciones compuesta:

1. Si p entonces q: “si el semdforo esta verde entonces los autos pueden avanzar”.
2. Si no p entonces no q: “si el semdforo no esta verde entonces los autos no pueden avanzar”.
Ejemplo 3 Dada la proposicion compuesta:
1. “Las compuertas logicas son la base para el desarrollo de circuitos integrados mds complejos y el
diseno de sistemas digitales”
Las proposiciones simples que la componen son:
p : Las compuertas logicas son la base para el desarrollo de circuitos integrados mas complejos.

q : Las compuertas ldgicas son la base para el diseno de sistemas digitales.

2. “Todo nimero natural miltiplo de 4, es multiplo de 2”.
Las proposiciones simples que la componen son:
r . Todo nimero natural es mailtiplo de 4.

s : Todo numero natural es mailtiplo de 2.

El valor de verdad de estas proposiciones compuestas dependen del valor de verdad de las proposiciones
simples que la componen y del conectivo que las une. Las proposiciones compuestas son de algunos de los
tres tipos siguientes:

Definicién 1 Una proposicion compuesta es una ley logica o tautologia si es verdadera independiente-
mente de los valores de verdad que se asignen a las proposiciones simples que la componen. Es decir que
una ley l6gica o tautologia es una proposicion que es verdadera en cualquier circunstancia.

Definicién 2 Una proposicion compuesta es una contradiccion si es falsa independientemente de los
valores de verdad que se asignen a las proposiciones simples que la componen. FEs decir que es falsa en
cualquier circunstancia.

Definicién 3 Una proposicion compuesta es contingencia si no es una tautologia ni una contradiccion.

En el caso que no se conozcan los valores de verdad de una proposicién compuesta, formada por n
proposiciones simples, tendremos que analizar 2" posibles casos. Una forma préctica de conocer todos los
valores, es construir una tabla de verdad.

Una tabla de verdad muestra los valores de verdad de una proposicién compuesta para todos los
posibles casos, de verdad o falsedad, de las proposiciones simples.

En el lenguaje coloquial una misma expresion puede darse de distintas formas. En légica dos proposi-
ciones compuestas son ldgicamente equivalentes si tienen igual valor de verdad, para el mismo juego de
verdades de las proposiciones simples que la componen. Formalmente
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Definicién 4 Dos proposiciones p y q son logicamente equivalentes, lo denotamos p = q, si tienen la
misma tabla de verdad.

A continuacién definiremos las operaciones bésicas entre proposiciones simples que forman las proposi-
ciones compuestas
Negacién

Definicién 5 La negacion de la proposicion p, es la proposicion «~ p (se lee no p) que es verdadera
cuando p es falsa, y es falsa cuando p es verdadera.

La tabla de verdad es

D |vp
V| F
F| V

La negacién de un enunciado se puede expresar prefijando la frase “no”, “es falso que”, o “no es el caso
que”, etc.

Ejemplo 4 Dada la proposicion p : “Todo hombre es honesto”.
La negacion de p es la proposicion: —~p : “No todo hombre es honesto”.
o bien:
vp: No es cierto que todo hombre es honesto.
wp : hay hombres que no son honestos.
wp . FExisten hombres deshonestos.

Proposicién 1 «(vp) es ldgicamente equivalente a p.

Demostracién. Para verificar esta afirmacién analicemos todos los posibles valores de verdad:

p | wp | (wp)

V| F \Y

F| V F
Observamos que las columnas de la tabla de verdad de p y «~(«p) son iguales, por lo tanto, las proposiciones
son légicamente equivalentes. [
Conjuncién

Definicién 6 La conjuncion dep y q, denotada con pAq, (seleep yq) es la proposicion que es verdadera
cuando ambas, p y q, son verdaderas, y es falsa, cuando p o q, o ambas son falsas.

La tabla de valores de verdad es

Pl q|pPAg
V|iV| V
VIF| F
F|V| F
F|F| F

Ejemplo 5 Dadas las proposiciones p: “3 es un niumero impar”. q: “8 es un nimero impar”.
La conjuncion de p y q, es: p/Aq: “3y 8 son numeros impares”.
Por ser p verdadera y q falsa la conjuncion de p y q es falsa.
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Disyuncién y Diferencia Simétrica

Definicién 7 La disyuncion dep y q, denotada con pVq, (selee p o q) es la proposicion que es verdadera
cuando p o q o ambas son verdaderas, y es falsa, cuando ambas p y q son falsas.

La tabla de valores de verdad es

Pl q|pVg
VIV A%
VI F A%
F |V Vv
F|F| F

La disyuncién de dos enunciados se forma insertando la palabra “o” entre ellos. Los dos componentes
combinados de esta forma se llaman disjuntos o alternativas.

Ejemplo 6 Dadas las proposiciones p : “3 es un numero impar” y q : “§8 es un nimero impar”. La
disyuncion de p y q, es: pV q : “3 o 8 son numeros impares”. Por ser p verdadera la conjuncion es
verdadera.

La conjuncién “o” puede interpretarse de dos formas distintas.

e Una disyuncién débil o inclusiva, denotada por p V q es verdadera solamente cuando una o ambas
alternativas son verdaderas. Solamente si los dos alternativas son falsas, la disyuncién inclusiva es
falsa. El “o” inclusivo tiene el sentido de “cualquiera, posiblemente ambos”. En algunas situaciones
se puede representar como “y/o”.

e La palabra “o” también se utiliza en un sentido fuerte o exclusivo, en el cual el significado no es

“por lo menos uno” sino “uno y sélo uno”. El “0” exclusivo se denota por pY ¢, también se lo llama
diferencia simétrica. La proposicién compuesta p Y g es verdadera si una o la otra pero no ambas
proposiciones p, g son verdaderas.

La tabla de valores de verdad es

o | < <
| < ™| <<
| <| <] 1| 1<

Ejemplo 7 Dada la proposicion “El lunes viajaré en colectivo o avion”. Tenemos que p : “El lunes viajaré
en colectivo” y q : “El lunes viajaré en avion”. Observamos que las proposiciones p y q no pueden ser
simultaneamente, verdaderas.

Condicional

Definicién 8 El condicional p = ¢ (se lee “si p entonces q”) significa que la verdad de p implica la
verdad de q. Es decir, sip es verdadera, entonces q debe ser verdadera. La uinica manera de la implicacion
p = q sea falso es que p sea verdadera y q es falsa.
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